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Resumen

Presentamos un esquema, de continuacién de érbitas peridédicas para sistemas
hamiltonianos con simetria. Justificamos, desde un punto de vista tedrico la
validez del método y lo aplicamos al problema de los tres cuerpos en forma de
ocho, recientemente descubierta por Chenciner y Montgomery.

Introducciéon

En un sistema hamiltoniano genérico, la probabilidad de encontrar al azar una condi-
cion inicial de movimiento que corresponda, precisamente, a la de una solucién periédica
es nula. Sin embargo, las érbitas periddicas son muy abundantes y forman famil-
ias continuas en el espacio de las fases. Su estudio tiene mds de un siglo [8] de
antigiiedad, y puede conducirnos a una comprension del comportamiento dinamico
general de cualquier sistema mecanico. De hecho, una famosa conjetura de Poincaré
afirma que las 6rbitas periddicas estan densamente distribuidas entre todas las posibles
trayectorias acotadas en un sistema hamiltoniano genérico.

El comportamiento de bifurcacién de los sistemas hamiltonianos es muy rico y el
pardmetro natural a variar en el caso auténomo es la energia. Sin embargo, ésta no
aparece directamente en las ecuaciones. Un resultado bien conocido [5] afirma que
las o6rbitas periddicas elementales, es decir, aquellas que s6lo presentan dos multipli-
cadores caracteristicos iguales a 1, pueden ser continuadas, pero no proporciona ningin
procedimiento practico para calcular la familia de soluciones periédicas.

Desde el punto de vista numérico, existe una procedimiento directo y constructi-
vo que consiste en eliminar una de las variables de la expresion de la energia, elegir
una seccién trasversal al flujo y buscar soluciones peridédicas en el problema reducido.
Este esquema puede extenderse al caso de mas de una cantidad conservada y ha sido
ampliamente utilizado en la literatura[10].

En este trabajo, presentamos una aplicaciéon de un esquema computacional alter-
nativo [6] al comentado anteriormente, para continuar érbitas periédicas en sistemas
hamiltonianos con simetrias continuas. Las constantes de movimientos no se emplean
para reducir la dimensién del problema, sino que son tenidas en cuenta de otra forma.
El objetivo es seguir las familias de 6rbitas periddicas, localizar los casos degenerados y



Figura 1: Representacion esquematica del problema de continuacion.

describir el comportamiento de bifurcacién. La idea fundamental consiste en reformular
el problema de encontrar 6rbitas periédicas como un problema de contorno, destruir
el caracter conservativo del sistema anadiendo un término perturbativo adecuado por
cada cada cantidad conservada y hacer uso de un cdédigo de continuacién numérica
basado en el método de colocacién [3]. El proceso de continuacién se realiza con
respecto al periodo y a los términos perturbativos auxiliares. Estos ultimos se han
elegido de manera que a lo largo de la rama necesariamente deben de anularse. La
idea subyacente es la de considerar a un sistema hamiltoniano como una bifurcacién de
Hopf “vertical” en el parametro ficticio, y aparece, por ejemplo, en la prueba clasica de
teorema de centro de Lyapunov, o, en un problema similar al nuestro, en el problema
de la persistencia de soluciones en breathers [9].

Continuacion numérica

En la figura 1 representamos de manera esquemadtica el proceso de continuacién de
soluciones periddicas. La 6rbita a trazo continuo representa la solucién conocida (ug(t))
y la de trazo discontinuo (u(t)) es la nueva solucién a determinar en el siguiente paso
de continuacion. Al tratarse de un problema auténomo, el origen de tiempo no esta
fijo y es necesario imponer una condiciéon adicional a lo largo de la rama. Esto se
puede hacer imponiendo una condicién de contorno (condicién de Poincaré) que fija el
origen de las fases a lo largo de la rama con un claro sentido geométrico, o, de manera
equivalente, imponiendo una condicién integral[2].

Este problema también aparece cuando existen simetrias continuas; al aplicar la
simetria a cualquier solucién periédica obtenemos otra solucion periédica con los mis-
mos valores de las cantidades conservadas. Este hecho debe tenerse en cuenta a la hora
de continuar las soluciones. La formulacion precisa del método es la que se expone a
continuacion.



Las ecuaciones de movimiento son
u' = JVH(u(t)), (1)

donde H € C'(U) es la funcién hamiltoniana que se conserva, J = ( _O]I 21) ), y

U es un abierto de IR*™™. Consideremos un sistema hamiltoniano con simetrias con-
tinuas. Una aplicacién directa del teorema de Noether proporciona una constante de
movimiento F; € CY(U) (: = 1,...,k) asociada a cada una de las k simetrias del
sistema. Tenemos, por tanto, k+1 constantes de movimiento.

Para una 6rbita genérica del sistema dindmico, los vectores VH(z) y VF;(z) (i =
1,...,k) seran linealmente independientes.

Sea ug una érbita periédica del sistema (1) con periodo Ty. Encontrar una érbita
periédica con periodo 1" es equivalente a resolver el problema de contorno

u'(t) = TUVHWUD+GVHW@D+§:&VEW@W,

u(l) = u(0), (2)
siempre que a 'y f; (1 =1,...,k) se anulen. Denotemos 8 = (1, fo, - - -, B)-
El problema de continuacién es

p=u(l;p, T, e, B), (3)
donde u(t;p, T, , 5) es la solucién de la Eq. (2) con la condicién inicial u(0) = p.
Consideremos una solucién ug(t) tal que ug(1l) = uo(0) y tal que T =Ty, a =0y
B =0. Sea V(t) la solucién fundamental del sistema variacional

o' (t) = Ty JD*H (ug(t))v(t). (4)

Construimos la funcién G : IR***? — IR?*"*2 afiadiendo k+1 condiciones de contorno.

uw(l;p, T, o, B;) — p
(P — uo(0))"JVH (uo(0))

(p — u0(0))*JV Fi,(uo(0))
Los ceros de esta funcion son las soluciones periédicas del problema.
El resultado que nos permite continuar una familia uniparamétrica de orbitas
periddicas en un sistema hamiltoniano es el siguiente teorema.

Teorema 1 Sea uy una solucion cuya matriz de monodromia V(1) tiene 1 como auto-
valor de multiplicidad geométrica k + 1, entonces existe una rama de soluciones unica
de la ecuacion G(p,T,«, 3) = 0 cerca de (ug(0),Tp,0,0). Ademds, los pardmetros o y
Bi (i=1,...,k) se anulan a lo largo de dicha rama.

La prueba de este teorema, asi como su aplicacién a diversos ejemplos pueden
encontrarse en la referencia [6]. Destaquemos que el método de continuacién también
es aplicable sin modificaciones al caso que en decidamos continuar con respecto a uno
de los parametros explicitos del sistema, pero, en este caso, debemos fijar la energia o
el periodo de la familia de érbitas.



Aplicaciéon al problema de los tres cuerpos

El problema de los tres cuerpos sometidos a la accién de la gravedad es muy facil de
formular, pero imposible de resolver, y ha sido objeto de interés para los matematicos
y los fisicos desde que Newton formulara la ley de atraccién universal. Es un sistema
dinamico de dimension 18, que, en las unidades adecuadas, puede escribirse como

.. To — T r3 — T
T = Mog——— + Myg————
' 2\|332—$1||3 3||3733—3771H3

. Ty — T2 T3 — T2
To = m173+m373
|21 — o] |73 — T3]

s Ty — T3 + my Ty — X3

Mo =l T e — P

donde z; € IR® es el vector de posicién del cuerpo 4, y m; > 0 (i=1,2,3) es su corre-
spondiente masa. El sistema es hamiltoniano y presenta 6 constantes de movimiento
adicionales: las tres componentes del momento lineal (debido a la invariancia frente a
traslaciones) y las tres componentes del momento angular (giros).

Recientemente, Chenciner y Montgomery [1] han demostrado la existencia de una
solucién particular en la que los tres cuerpos se persiguen sobre una tnica curva en
forma de ocho. La técnica empleada ha sido la de minimizar la accién sobre una
familia de arcos simétricos. Sim¢ [11] ha implementado ese procedimiento de manera
numérica y ha calculado los multiplicadores caracteristicos de la 6rbita, y ha anunciado
que la drbita es elipticamente estable: p; = exp(+2miv;), con v; = 0.00842272,
vy = 0.29809253. Ademas, esta estabilidad se conserva para variaciones pequenas de
las masas (~ 107°).

Offin [7] ha demostrado que la solucién en forma de ocho no puede ser la que
minimice la accion en el espacio de la 6rbitas periddicas, ya que, en este caso, deberia ser
del tipo parabdlico/hiperbdélico, y concluye que debe existir una solucién inestable
en la misma clase de homotopia pero con menos simetria que la solucion en forma de
ocho.

Resultados

Aplicando el esquema descrito en este trabajo y tomando como solucién inicial la
solucién en forma de ocho numéricamente calculada por Simé, hemos continuado la
familia de orbitas periddicas variando una de las masas.

En la figura 2 representamos el resultado de la continuacién para valores proximos a
my = 1. El panel superior es la energia, el de en medio es la norma Ly de la solucién y el
inferior representa el valor de la accién a lo largo de la familia. El punto de partida, la
solucion en forma de ocho, estd marcada por una flecha y el simbolo CM. Al aumentar
la masa de uno de los cuerpos (m;), la solucién deja de ser una “coreografia” [11],
es decir los tres cuerpos ya no siguen la misma trayectoria, sino que describen tres
trayectorias en forma de ocho pero desplazadas ligeramente. Las Orbitas periddicas
proximas a la soluciéon CM, siguen siendo elipticamente estables hasta que encuentran
un punto de retorno (limit point) y se dan la vuelta hacia valores menores del pardmetro



de continuaciéon. A partir de ese momento, la solucién pasa a ser inestable y dos de los
multiplicadores caracteristicos abandonan el circulo unidad. Al pasar de nuevo por el
valor de la masa igual a uno hemos marcado la solucién con una letra “O”. Esta érbita
es la solucién prevista por Offin en la misma clase de homotopia que la de forma de
ocho, pero ahora es hiperbdlica (inestable) y tiene una norma ligeramente mayor. De
manera sorprendente, y dentro de la precision del calculo, el valor de la energia y de la
accion es la misma que la CM. En principio, esperariamos que al relajar la condicién de
que la solucién sea una coreografia, es decir al pasar del espacio de funciones peridédicas
con esa simetria al espacio de funciones periddicas en el calculo variacional, el valor de
la accién fuera menor.

Si, al partir de la solucién CM, disminuimos el valor de la masa m; la solucién
también es estable y pierde la estabilidad en una bifurcacién de punto de ramificacion
(BP) con dos +1 adicionales como multiplicadores caracteristicos.
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Figura 2: Resultados de la continuacion de la solucién en forma de ocho.

En la figura 3 representamos en las variables cartesianas las soluciones CM y O
citadas anteriormente. La evolucion de los multiplicadores caracteristicos de la 6rbita
a lo largo de la familia se representa en la figura 4. La precisién del método puede
comprobarse comparando los valores del los exponentes caracteristicos de la solucion
CM; 11 = 0.00842267, v v, = 0.29809252, donde hemos subrayado las cifras donde
aparecen diferencias con los resultados de Simé [11].

Conclusiones

En este trabajo hemos demostrado la eficacia de un método de continuacién general
para sistemas hamiltonianos con simetrias continuas a un problema concreto con siete
constantes de movimiento. Hemos analizado la estabilidad y el comportamiento de
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Figura 3: Representacién en espacio real de la solucién de Chenciner y Montgomery
(CM) y la predicha por Offin (O)

bifurcacién de la solucion en forma de ocho al problema de los tres cuerpos, clarifican-
do la relacion entre esta solucion eliptica y otra de tipo hiperbélica predicha por un
argumento variacional. Debemos mencionar que los resultados del método se extienden
también a valores de la masa m; en el intervalo (0,1) y que, como podiamos esperar,
el comportamiento de bifurcacién es muy rico, y que la solucién en forma de ocho esta
conectada mediante familias a las soluciones del problema de tres cuerpos restringido
(my = 0) [4].
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Figura 4: Evolucién de los multiplicadores caracteristicos significativos a lo largo de la
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