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Resumen
Presentamos un procedimiento para continuar numéricamente soluciones periddicas
en sistemas hamiltonianos. El objetivo es la deteccién de situaciones de degen-
eracion y el estudio de la correspondiente conducta de bifurcacién partiendo de
los modos normales del sistema o de alguna otra familia de soluciones peridédicas.
Exponemos métodos de continuacién aplicados a un caso integrable de dos grados
de libertad con simetria a giros.

Introduccién

Desde los trabajos de Poincaré se sabe que las orbitas peridédicas, en general, no
estan aisladas en un sistema hamiltoniano. Su comportamiento de bifurcacién es muy
variado [1] y constituyen la clave para entender el comportamiento global. Mds atin, en
mecanica cuantica, se ha puesto de manifiesto la importancia de las érbitas periddicas
en la transicién del régimen clasico al cuantico.

En los sistemas disipativos las orbitas periddicas estan generalmente aisladas lo
cual permite que sean continuadas respecto a los parametros de control, una vez la
condicién de fase ha sido adecuadamente considerada. Por contraste, en los sistemas
hamiltonianos las orbitas periddicas aparecen en forma de familias continuas en el
espacio de las fases y pueden ser investigadas variando algiin parametro externo o
el parametro natural que es la energia. Sin embargo, generalmente, ésta no aparece
directamente en las ecuaciones, dificultando la continuacion.

Si, ademds, estamos en presencia de un grupo continuo de simetrias nos encon-
traremos con una degeneracion adicional. Asociado a la simetria el teorema de Noether
proporciona una segunda constante de movimiento.

En este trabajo presentamos dos resultados tedricos referentes a los multiplicadores
caracteristicos para el caso de sistemas con varias integrales primeras. Ademés, mostramos
como el problema de la continuaciéon numérica puede ser solventado perturbando el sis-
tema con un término disipativo controlado por un parametro auxiliar y considerando a
la orbita periddica como el resultado de una bifurcaciéon de Hopf en el valor que anula
al parametro anadido.

Las ecuaciones de movimiento asociadas a un hamiltoniano auténomo H(q,p) son
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Si anadimos una perturbacién de la forma eV H(q, p) (¢ < 1), en general, destruimos el
caracter hamiltoniano del problema. La perturbacion actua como un término disipativo
de manera que para valores no nulos de €, destruimos las 6rbitas periddicas que existen
en el caso hamiltoniano (¢ = 0).

Con este término auxiliar, un equilibrio persiste para € # 0. Si el equilibrio del
sistema hamiltoniano es eliptico, por el teorema de Lyapunov esta rodeado de solu-
ciones periddicas (modos normales). Con respecto al pardametro ¢, la aparicién de estas
soluciones periddicas puede verse como una bifurcaciéon de Hopf para ¢ = 0. De esta
forma, podemos continuar las érbitas peridédicas que nacen de la bifurcacion de Hopf
en el parametro auxiliar y en el periodo, siempre que el valor del parametro auxiliar se
mantenga nulo.

Nuestro objetivo en la continuacion de érbitas periddicas en sistemas hamiltoni-
anos es la deteccion de situaciones de degeneracién y el estudio de la correspondiente
conducta de bifurcacién. En particular, se trata de detectar numéricamente las bifur-
caciones subarmonicas y las ramas que emanan de ellas. Para ello hemos suplementado
el cédigo de continuacién AUTO [3] de manera adecuada y lo aplicamos al caso del
péndulo esférico (dos grados de libertad e integrable).

El procedimiento es el siguiente: calculamos los modos normales que nacen de los
equilibrios del sistema y los continuamos en funcién de la energia. Uno de estos modos
normales es un equilibrio relativo (solucién rotating) que es invariante frente a la accién
de la simetria.

En los casos de degeneracién més bajas hemos continuado las ramas de soluciones
que nacen en las bifurcaciones subarmonicas y hemos obtenidos puentes entre distintas
bifurcaciones. De esta forma conseguimos una descripcion global del comportamiento
del sistema.

Debemos mencionar que el procedimiento ha sido utilizado en otros ejemplos mas
complicados pero, por razones de espacio, en este trabajo, nos centramos en el problema
del péndulo esférico:

e un modelo de pozos cudnticos en la aproximacién de campo medio [5] (caso no
integrable con simetria).

e modos normales del péndulo eldstico (caso no integrable sin simetria).

e bifurcaciones de las soluciones periddicas en el problema de tres cuerpos restrigu-
idos cerca del equilibrio L4 (bifurcacion de Hopf hamiltoniana).

e problema de Kepler en coordenadas rotantes.

Resultados

Lema 1: Sean f : R™ — R” una funcién suficientemente regular y una orbita
periédica del sistema & = f(z). Si el sistema posee m integrales primeras cuyos gra-
dientes son linealmente independiente en un punto de la 6rbita periddica, entonces el
uno es un multiplicador caracteristico cuya multiplicidad es, al menos, m + 1.



DEMOSTRACION! :
Sea F': R" +— R una integral primera, lo que por definicién significa que para todo
teRytodo & eR”

Fe(t,£)) = F(5), (1)

donde ¢(t,&) denota la solucién de & = f(x), z(0) = £. Sean & un punto de la 6rbita
periddica y T el periodo de dicha érbita. Derivando respecto de la variable espacial &
en el punto (7, &) se obtiene que VF()) es un autovector izquierdo de la matriz de

monodromia —SO(T, &), que denotaremos por A.

0

Dada la con?iicién de periodicidad para ¢ [p(t, &) = @(T, ¢(t,&)) para todo t € R],
se obtiene al derivar respecto la variable ¢ que f(&y) es un autovector derecho de A.

Anélogamente, al derivar la expresién (1) respecto la variable t resulta que los
autovectores, VF(&) v f(&o), son ortogonales entre si.

Dadas m integrales primeras F; para ¢ = 1,...,m cuyos vectores gradientes sean
linealmente independientes {VF} (&), ..., VE,.(&)} es posible construir un nuevo con-
junto de autovectores

aiVE(§o) + -+ ajm VEL(%),

para j = 1,...,m que sean ortogonales entre si. Por tanto, las integrales primeras
G;(&) = anFi(&) + ... + ajmEFn(&o) tienen gradientes ortogonales entre si.

Denotemos vy = f(&), v; = VG;_1(&)!, para j = 2,...,m + 1. Al formar
{v1,..., Umy1} un sistema ortogonal, existe {wy, ..., Wni1, Wmia, - .., Wy} base ortonor-
mal de R™ tal que w; = v;/||lv;]|, para j =1,...,m+ 1. Sea P = [wy | wa | - -+ | wy],
matriz que es ortogonal y permite encontrar una matriz equivalente a A de estructura
mas sencilla

P'AP =[P 'w, | P Awy | ... | P Aw,] = [e1 | P Aw,y | ... | P71 Aw,),
por otro lado, al ser P ortogonal resulta
[ wy ] [ w A [ w AT [ w AP
Wy wy A Wy €2
P_lAP = PtAP = Wm+1 AP = wm+1A P = Wm+1 P = Cm+1
Win42 Wiy 424 Wiy 424 W12 AP
| w, ] w, A | w,A ] w, AP

En consecuencia, P~' AP tiene la estructura,

1 Y “ee Y o e ®
01 --- 00 --- 0
0 0 1 0 0 ,
0 e o o °
0 Y e Y o e o

!Este teorema es una extensién del Lema V.7 de [4]. y fue probado por Poincaré en 1899 [6]



y la multiplicidad del uno es, al menos, m + 1.
]

Por tanto, las orbitas periédicas de un sistema hamiltoniano con dos integrales
primeras independientes no son elementales.

A continuacién probamos que los equilibrios relativos (soluciones rotating) en un
sistema hamiltoniano con dos integrales primeras no estan en la situacién anterior y
pueden ser elementales.

Lema 2: Sea H : R?*" — R diferenciable y ¢ : R x R?" + R?*" la solucién del
sistema © = JVH(z) con z(0) = &. Sea F : R* — Ry ¢ : R x R?*" — R?*" solucién
de © = JVF(z) con x(0) = £ tal que H(¢(t,£)) = H(E) para todot € Ry & € R*™. Si
una drbita periddica es invariante por ¥ (t, -) para todo ¢t € R | entonces los gradientes
de H y F son linealmente dependientes en todos los puntos de la o6rbita periddica.

]

La idea para la demostracion de este resultado es bastante intuitiva y consiste en
probar que si &y es un punto de la 6rbita periddica, entonces las curvas v, (t) = ¢(t, &)
v Y2(t) = ¥(t, &) tienen el mismo vector tangente en el punto &. No incluimos los
detalles técnicos de la prueba.

La condicion de que los vectores gradientes de las integrales primeras sean depen-
dientes en un sistema con dos integrales primeras es necesaria para que la érbita sea
elemental. Sin embargo, como muestra el contraejemplo de las 6rbitas circulares en el
problema de Kepler en coordenadas fijas [4], no es una condicién suficiente.

Caso integrable: péndulo esférico

Dada la esfera 22 + 4%+ 22 = L?, consideremos su parametrizacién por coordenadas
esféricas (z = L cos(q1) cos(qz), y = Lcos(q1)sin(qz) y 2 = Lsin(q)) .

El péndulo esférico en variables adimensionales tiene por hamiltoniano:

pi | D3
H= 51 + 52(1 +tan® q;) + w?(1 +singq),

donde ¢, € (=%, %) es el dngulo azimutal y ¢o € (0,27) es el dngulo polar, p; y p; son
los momentos asociados medidos en la escala mL?, w? = 2y g, my L son la aceleracién
de la gravedad, la masa y la longitud del péndulo, respectivamente. Tomando como

origen de potencial el plano z = —L el hamiltoniano es siempre positivo.
Las ecuaciones de movimientos resultan:

G = m (2)
Go = pa(1l+tan®q) (3)
p1 = —prtanq (1 +tan®q) — w?cosq (4)
p2 = 0 (5)

Los “equilibrios” en sentido fisico son Py = (q1s, @25, P1s: P2s) = (—5,0,0,0) y P,
(q1na q2n7p1nap2n) = (%7 07 07 O)

En coordenadas esféricas no es posible linearizar en torno a los equilibrios, aunque
por medio de argumentos fisicos es posible ver que P; es eliptico y P, es un punto



de silla. Ademas, los modos normales que arrancan en P; tienen la misma frecuencia
(resonancia 1:1).

Estos modos normales corresponden a:

e Movimientos de libracién (p; = 0, ¢; arbitrario y ¢; y p; verificando la ecuacién
del péndulo simple).

e Soluciones de equilibrios relativos (soluciones con dngulo azimutal constante
¢1 = b6p). Las coordenadas esféricas permiten un estudio completo de este tipo de
6rbitas De (2) y ¢; = 0 se deduce que p; = 0, con lo que p; = 0. Por ultimo de (4)
obtenemos la relacién

w? cos by w? cos* Oy

2 —_ —_
P2 tan 0y(1 + tan? ;) sinf, (6)

Es trivial que la expresién (6) sélo tiene sentido si 6y € (—n/2,0). Podemos con-
cluir que para 6y € [0,7/2) no existirdan equilibrios relativos; es decir, los equilibrios
relativosno superan la altura del ecuador (0 = 0).

Integrando la ecuacion (3) obtenemos las ecuaciones

w cos? 6,

q(t) = 6o, @) = \/Tnﬁot’ pi(t) =0, pa(t) = S

v/—sin 6,

w

El periodo de dicha érbita es T' = 27

Figura 1: Energia (H) frente al momento angular (P,) (a) y argumento del multiplicador
caracteristico para el equilibrio relativo (b).

Para estudiar la estabilidad del equilibrio relativo, calculamos el jacobiano del cam-
po a lo largo de la érbita periddica

0 0 1 0
2py tan Oy(1 + tan? 6;) 00 1 + tan? 6,
—p3(1 + 3tan?6p)(1 + tan? 6p) + w?sinfy 0 0 —2p, tanOy(1 + tan? ;)
0 0 0 0

J:



El polinomio caracteristico de dicha matriz es
det(J — M) = A*(A* + p3(1 + 3tan® 0y) (1 + tan® 6y) — w? sin bp),

con lo que los autovalores de la matriz J, es decir, los exponentes caracteristicos de los
equilibrios relativos son

1 + 3sin’ 0 1 + 3sin’ 0
)\0 =0 (doble) )\1 =W m )\2 = —Ww m
sin 6y sin 6

Los dos tltimos autovalores que aparecen son imaginarios puros. En la figura 1 rep-
resentamos el argumento del multiplicador caracteristico en funcién de la energia con
w = 1. El multiplicador caracteristico no trivial pasa por todas las raices de la unidad
(bifurcaciones subarménicas) antes de volver a pasar por +1 para energia infinita.

Una vez abordado el estudio de los equilibrios relativos se concluye que el problema
del péndulo esférico es integrable en el sentido de Liouville, pues los gradientes de las
dos integrales primeras

VH"\ [ pitan(q)(1 + tan®(q1)) + w?cos(q1) 0 p1 pa(1 + tan®q)
vph ) 0 0 0 1

estan en involucién y son linealmente independientes, salvo en el conjunto donde se

verifica la ecuacion (6), cuyo complementario es denso en (—m/2,7/2) x (0,27) x RxR.
Como comentamos anteriormente, en coordenadas esféricas tenemos problemas para

trabajar cerca de P, y, andlogamente en P,. El problema planteado es evitable si se

realiza un cambio a coordenadas estereogréficas.

pi+e3—4 P2

o = arctg—.

¢, = arcsen ,
02+ 3 +4 ©1

Para ello consideremos una funcién generadora apropiada:

2 2
2 4) Y2

S = arcsen (* p1 + arctg | — | pa,
O+ i+ 4 P1

donde @1, @9 son las coordenadas estereograficas y ¥, 1) son sus respectivos momentos
conjugados. Esta funcién generadora proporciona el siguiente hamiltoniano:

Loy 2 20,12 2 2 1
H = 32<901+‘P2+4) (V1 + 3) — 8w N

De esta forma, es posible detectar los modos normales en el punto P, y continuar las
dos ramas de equilibrios relativos con momento angula positivo y negativo, respectiva-
mente, y la solucion de libracién. En la figura 2 mostramos estas tres ramas. Notese
que la solucion de libracién se encuentra con el equilibrio del péndulo invertido para
q1 = %, y la drbita pasa a ser una homoclina. Si aumentamos ain més la energia la
solucion corresponde a rotaciones del péndulo en un plano vertical.

De acuerdo con los resultados tedricos presentados las ramas que nacen de las bifur-
caciones subarmonicas necesariamente han de tener los cuatro multipicadores iguales a



1. La razén geométrica es que son una familia de soluciones peridédicas que se encuen-
tran sobre un toro y podemas pasar de una a otra soluciéon mediante un giro alrededor
del eje OZ.

Sin embargo, formulando el problema de la continuacién numérica como un proble-
ma de contorno con ayuda de una seccién de Poincaré y fijando una condicién en una
de las variables para eliminar el problema de la fase (por ejemplo hacer ¢(0) = 0 en
las coordenadas estereograficas) la dérbita que se encuentra sobre el toro y verifica la
condicién esta aislada y puede continuarse con ayuda del parametro auxiliar. De esta
forma hemos calculado las ramas de o6rbitas no simétricas que nacen en la bifurcacion
de duplicacion y triplicacion de periodo y comprobado numéricamente que todas las
ramas de 6rbitas no simétricas acumulan en el equilibrio invertido (ver figura 2a).

Finalmente, en la figura 2b presentamos dos orbitas en espacio real sobre la rama
de duplicacién de periodo junto con la solucién de equilibrio relativo.

Figura 2: (a) Conjunto de bifurcacion momento angular frente a energia (po—H).
Mostramos dos familias de equilibrios relativos, la de libracion y las ramas de duli-
cacién y triplicacién de periodo. (b) Orbitas en espacio real: equilibrio relativo y
soluciones no simétricas que nacen en la bifurcaciéon de duplicacién de periodo.
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